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Niezawodnos¢ konstrukcji
w ujeciu probabilistycznym

R=Py({o: 9(Xqg(w)) >0})

gdzie Xq Q30— Xg(w)eR" jest
wektorem losowym oraz (€2,2q,Ps) jest
przestrzenig probabilistyczng.

Przyktad
L
3}
J P
N LN
N
N A
P
P)=c—
g(P)=0c--

P =1-R=Py({o:9(Xq(w)) <0})

Py = 2. P(x=Xgq)
g(x)<0
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Pomiary punktowe
P [kN] [12, 15]|[15, 18]|[18, 21]([21, 24]|[24, 27]

Ph(x=Xg)| 16 | 512 | 1/6 & 16 | 1/12

Znak g(Xx) + + _ .
Pt = ZPQ(X:XQ):1+1+1=5=O.417

Pomiary przedziatowe

PIKN]  |[12 15)|[15, 18)| [18, 21) [ [2L, 24) | [24, 27]
Xr(vs)

Xr(v4)
Xr(y3)
Xr(y2)

Xr(y1)

Pr(x e Xy)| 2/5 1 2/5 | 2/5 | 1/5
Znak g(X) + +

P = 2 Pr(XxeXp)=Pr({yi}) +Pr{y2}) = é =04
g(x)<0
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Gorne 1 dolne prawdopodobienstwo
zniszczenia konstrukcji

Pi =Pr({y: 9(Xr (1)) N (~0,0] = &})

Pe =Pr({y: 9(Xr(y)) < (—=,0]})

W przedstawionym przyktadzie

Pi =0, P#:%

Funkcja przynaleznosci
zbioru rozmytego

e (X) = Pex: x e Xp(1)})
P = Pr({fy: x e Xp(1),9(x) <0})

Pf = sup pg(x)
X:g(x)<0



PODSTAWY TEORII ZBIOROW
ROZMYTYCH

Zbiorem rozmytym F w przestrzeni X
nazywamy dowolne odwzorowanie

up i X 3Xx—>pe(x)el0,11<R
A

be (X)

1'/ A\

Dziatania na zbiorach rozmytych:

VX e X, pang(X)=mindua(x),png (X)}
VX e X, ayg ()= max{ua(x), ng (x)}
Uxe X, 1o (=1 o)
Zasada rozszerzania:

Hf(F)(Y): ( Sup ) min{ug, (Xl)"'w“Fn (xq )}




Interpretacja funkcji przynaleznosci
oparta na teorii zbiorow losowych

4 e (%) =M (A) + M (Ay)
HF
1 A
+ A_/mi e (x)
/ N

me(A) § /| AN Ao

bg (%) Al
0T @»

X1 x

Zbiorem losowym w przestrzeni X (ze
skonczonym nosnikiem) nazywamy parg
(E¢,mg ), gdzie Z¢ jest skonczong rodzing
podzblorow przestrzeni X, a mg jest funkcja
me :Z —[0,1] taka, zZe

ZAi:AieEF (Al):]-
HE (X) = ZA;XEA, AcEF Mg (A)

ne (X)=Pr({y:xe X (1)}

AAD..DA

lub



Probabilistyczna interpretacja funkcji
przynaleznosci zbioru rozmytego

Zbior F jest okreslony na drodze
doswiadczalne;.

Funkcje przynaleznosci mozna okresli¢
nastepujaco:

ue () =P-{y:veF X (y)=x})
czyli
P-{y:veF, Xr(y)=x})
P-({y: Xr(y): X})

Le (X) =

P [kN] [[12,15)][15, 18) [ [18, 21) | [21, 24) | [24, 27]

Pomiar 5

Pomiar 4

Pomiar 3

Pomiar 2

Pomiar 1

u-(P) | 04 | 1 | 04 | 04 | 02

- pozytywna odpowiedz eksperta

Przeprowadzono 25 pomiarow.

Zbior F zawiera 12 pomiarow.
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Funkcja gestosci rozkladu
prawdopodobienstwa

P [kN] [12, 15) | [15, 18) [ [18, 21) | [21, 24) | [24, 27]

Pomiar 5

Pomiar 4

Pomiar 3

Pomiar 2

Pomiar 1

fy () | 1 1 1 1 1
15 | 15 | 15 | 15 | 15

6 | 512 | 16 | 1/6 | 1/12
Pr(X)

Znak + +
g(x)
o L _1
27-12 15
Pt = Zf(X)AX—13+13 13:9:0.6
G(J<0 15° 15 15 15
Pt = Zﬂﬂﬂ—l Lo o3 ga17

Pr{y:vel'[x=Xr(y)}) =1
Pr{y:vyeF cI'|x=Xr(y)}) =pe(X)
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Uwaga

Jesli wszystkie przyrzady wykaza,
ze obcigzenie jest niszczace,
to uktad ulega zniszczeniu.

P [KN] [12, 15) | [15, 18) | [18, 21) | [21, 24) | [24, 27]
Przyrzad 5
Przyrzad 4
Przyrzad 3
Przyrzad 2
Przyrzad 1
fx(x) | 1 1 1 1 1
15 15 15 15 15
Pr (X) 1/6 5/12 1/6 1/6 1/12
WE (X) 2/5 1 2/5 2/5 2/5
Znak +
g(x)
P: = > f(X)Ax = 413: 0.8
9(x)<0 15
P = ZPr(X)AX=5+1+1+1=0.833
1(X)<0 12 6 6 12

1

P{ = sup pgp(x)=1
X:g(x)<0
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Prawdopodobienstwo zniszczenia
konstrukcji o parametrach
losowych | rozmytych

X - parametr losowy Pq ({X})

h - parametr rozmyty pg (h)

Pt = 2 Po{x})-  sup  pg(h)
X: X=X(m), o: o h: g(x,h)<0

Hgry(X) = sup  pgp(h)
h:g(x,h)<0

P =Eq(Hgr)(X) = ZHg(F)(X)PQ({X})

P = [ ger) (X)dP(X)

R™

Prawdopodobienstwo zniszczenia
konstrukcji o parametrach losowych
i zbiorowych (przedzialowych)

Py =2 gy (X)Po({X}) = 2. Po({x})

x:xe{X:g(x,h)>0,he A}

Py = JdPQ (X)

{x:g9(x,h)>0,he A}
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Funkcja graniczna zalezy od wektora
parametrow losowych o wartosciach
nalezacych do zbioru rozmytego

Pr = TPy (3 1e(X)
X:g(x)<0
Pi = i (x)dP,(X)
g(x)<0
P [kN] 12 15 18 21 24
Crestoséwzglednal 03 | 0,3 | 0.2 | 0.1 | 0.1
ue(P) 04 | 1 |04 | 04 02
g(P)[MPa]| 55 | 25 | -5 | -35 | -65

Pr = 2. Po({P})-up(P)=0.14

g(P)<0

W klasycznej teorii zbiorow rozmytych
wzOr ten okresla
prawdopodobienstwo
zdarzen rozmytych

(wedhug Zadeha)
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Niezawodnos¢ konstrukcji o parametrach
modelowanych przy wykorzystaniu
rozmytych zmiennych losowych

F: Q50— F(o)e F(R"F)

Dla ustalonego o zbior rozmyty
Dzielimy na o-przekroje

hreo:T3y—hp (y) e (R™)
beo () =P-{y:hehr  (v)})
Pi = Paxr ({(o,7) : g(hr (7)) N (—0,0] = &})

P =2 SUP Uy (op)(9)  Po{eo})

g : o9 eQ 9:9e(~x,0]

I:)fJr = EQ( sup “g,:(oa)(g)j

g:ge(—oo,O]
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Przyklad zastosowania

2 g

z Ih

% L “h

- >
‘M max‘ 6-P-L

g(h) Op Wz Op bh2
Nr o, [MPa] P [KN]
1 190, 205] 2, 6]
2 191, 204] [2.5, 3]
3 193, 206)] 3, 4]
4 192, 205] 3,7
5 185, 200)] 2,5
6 192, 205] 3, 5]
7 190, 202] (2, O]
8 191, 210] 2,5
9 188, 206] 1,7
10 [190, 207] [3.5, 6]

(EG'XP' , mG'xP') - (EGXP , meP)
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(EG'XP' , mG'xP') - (EGXP , meP)

o - przekroje sity 1 naprgzenia
dopuszczalnego

o Py [KN] Go, [Mpa]
1 [3.5, 4] [193, 200]
0 [1, 7] [188, 210]
a - przekroje funkcji granicznej
a goc [MPa]
1.0 81.9, 102.8]
0.8 64.2, 118.7]
0.6 46.6, 134.6]
0.4 28.9, 150.4]
0.2 11.2, 166.3]
0.0 [-6.4, 182.2]

Pt = Pl([-0,0]) =sup, . ,ig(X)~0.2

15




Rownania z rozmytymi parametrami
F(g,h)=0
Wykorzystanie zasady rozszerzania

1a(@= sup us(h)
F(g,h)=0

Metoda o -przekrojow
h, = {hi su(hy)= o}

d, ={d:F(a,h)=0,heh, }
ng(a)=supio:qed,}
Nierownosci z rozmytymi parametrami
F(g,h)>0
Wykorzystanie zasady rozszerzania

(@)= _sup ug(h)
F(g,h)=0
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Metody rozwiazywania ukladow rownan
przedzialowymi parametrami

-Réwnania liniowe

-metody doktadne
-metoda kombinatoryczna
-metoda programowania liniowego
-metoda Rohn’a

-metody przyblizone
-przedzialowa metoda eliminacji Gaussa
-przedzialowa metoda Gaussa-Seidla
-przedzialowa metoda Krawczyka
-metoda Hansena
-metoda Rump’a

-metody nieliniowe

-przedzialowa metoda Newtona
-metoda podziatu
-metoda Neumaiera
-metoda Gay’a
-metoda punktowych testow
monotonicznosci
-metoda przedziatlowych macierzy
Jakobiego
-przedzialowa metoda CSP

Kulpa Z., Pownuk A., Skalna 1., Analysis of linear
mechanical structures with uncertainties by means of
Interval methods. Computer Assisted Mechanics and
Engineering Sciences, vol. 5, 1998, pp.443-477
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Definicje zbiorow rozwiazan ukladow
rownan z przedzialowymi parametrami

>.-(A,B)={X: 3Ac A, 3B < B, AX=B|

> o (AB)={X: 3AcA, vBeB, AX=B}

> (AB)={X: vAcA, 3B eB, AX=B}
(A B)={X: AX~ B=2}

Zav(§1§):{X: éXD §}
S ~(A,B)={X: AXc B}

[1.2] [24]] [%] [[-1.1]
{[2,4] [1,2]HXJ{[1,2]}

hull>”_(A,B)




Podstawy arytmetyki przedzialowej
X=[x",x"]={xeR:x <x<x'}
Dziatania na przedziatach

Xoy={Xoy:XeX,yey}
np.

X+y=[x +y ,x"+y"]
Przedziatowe rozszerzenie funkcji
Niech f(x)=x°—x
f(x)=x-Xx-X
f(X)={f(x):xex}

f((-1,2]) =[-1,2]-[-1, 2] - [-1, 2] = [-45]
F(-L2]) ={t(x): xe[-12]}= [—%,2]

Fundamentalna wlasnos¢
arytmetyki przedziatowe;j

f(x)c T(x)
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Przedzialowa metoda Newtona

1) Niech x e X,
2)  x, =mid(x,)

- f(x,)
3 N(x. . X )=x ———7"
) ( n n ) n f .()_(n )
4) Xn+1 = Xy mN(Xm)_(n)
5)  Jesli kryteria zbieznosci sg
spetnione, to stop. W przeciwnym
przypadku skok do punktu 2.

Eps [m] Gy [m] | Op [m] | Qg [m]
0.01 q— 0.05046 | 0.313327 | 0.834962
q+ 0.05047 | 0.313897 | 0.836264
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Przedzialowa metoda podzialu
Jesli g(x")=0
oraz X €D, to
0c9;(D) dla i=1,..n
Przyktad
g(x) =(x=1)(x+1)
D =[0, 2]

0€9([0,2]) =[-3,3]

* __

X €D

0¢qg([2,4]) =[3,15]

* _

X ¢Dy

21



Algorytm przedzialowej
metody podzialu

Faza 1l Faza 2

Faza 3 Faza 4

Faza 5 Faza 6




Przedzialowy algorytm rozwigzywania
nieliniowych rownan algebraicznych ze
zbiorowymi wspolczynnikami

fl(Xl,...,Xn,hl,...,hm) — O
fz(Xl,...,Xn,hl,...,hm) — O

fn (Xl""’Xn’hl""’hm) — O
Niech f(x",h") =0

Jesli X ex, h eh,to
Oc f;(x,h) dlai=1,...,n

Jesli Jiefl,...,n},0¢ f.(X,h), to
v (x,h) e xxh,f(x,h) #0
A

h,

[

=l
N

=
=
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Wykorzystanie wlasnosci
funkcji monotonincych

A

+

y
y=f(x)
-
>
Jesi 950 to
dx
y =f(x7), y =f(x").
Jesh £<O, to
dx

y =f(x"), y =f(x").

lub w skrocie

y- = f(X—sign(gi)) y+ _ f(Xsign(dxj)

Jesti 0¢ & LX)
OX
to funkcja jest monotoniczna

24



Przedzialowy test monotonicznosci

KMT=Q()
oT _aQ(r) oK k)T(X)
oL o ol
gdzie

T(0)=hull 3 (K(2), Q1))

R()

O\ O/ OA
1d dT(r)j
R, <r<R,: —| 1A +0Q=0
: 2 rdr( dr Q
lr=R, g dg(r)za(T(r)—Tb)
r
r=R, T(r)=T,

Jasinski M., Pownuk A., Modelling of heat transfer in biological tissue
by interval FEM, Computer Assisted Mechanics
and Engineering Sciences, vol. 7, No. 4, 2000, pp.551-558
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Zastosowanie regularnych przedzialowych
macierzy Jacobiego do modelowania
ukladow mechanicznych
z przedzialowymi parametrami

ali(ql,---,qn’ﬁl""’ ﬁm)
O(dy,-+++Gn )

OF (0., Gpys Dy e D)
8(q1,...,qi_1, hj’qi+1"'-’Qn)

F(a,h)=0 < qg=q(h)

oF(g,h)
oqi(h) _ 0(dL it Ny Gy On)

oh, oF(q,h)
o

26
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Przypadek jednowymiarowy

F(q,h)=0

% G xh oF :qi(h)

OE(Gy,..., G veers G D)

A0y, Gi—1, D, Uiy On)

OE(Gy..., G verns G 1)
O(Cyre-r Gi—1, N Gjpgrenr Oy )
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Przypadki szczegolne

Kag=Q(h)
K(h)g=Q
K(h)g =Q(h)

SITTITII TS TTITI TS TI TSI 777
przedzialowe parametry: E, J, A
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Zastosowanie analizy wrazliwosci
do modelowania niepewnosci
w ukladach mechanicznych

q;” =4 h_Signm q;" =4 hSign@hj

y="f(h)+f()h-h)

" h h h

Przyblizenie liniowe

8f(h1,...,hm)d_f5F(h101---’hr?1)+ %62 F(hlo,---,hr?])(h _h
oh, oh; k=t oh;oh, ‘
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Pierwszy test monotonicznosci
(et (e (hy) ~(of ()
sign| ——=~/ [=sign| —</|=...=sign| —*—

oh. oh; oh;

]
of (hy,...,h)
- oh,

{(hl,...,hm) :O}mhz@

Drugi test monotonicznosci

of (h?,h? 02 f(h?,h? ) 0% f(h?,h?
A (6;11 = 8hf31h12)(hl hy (’BhfﬁlhzZ)(h2 h;’) °
h2

hmxg\\\\\\\\>
il
(6 .n?) \

h, h/ >
T hy "
\ 1 of (0. h9) 8% (nd hY
h, =h? - — (ny 2)+ (1 2)(h2+—h§)
e nI)\ o oo,

oh, ohy
Funkcja jest monotoniczna gdy h: ¢ h;

31



Przyklady obliczen

CEVWISE
= ET
E
3

rze
10

8
A 10 elem.
®,

FEM model

<

N
ANNNNNNNNNN

DR
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MaterialProperties GeometricProperties
Ex {Young’s Modulus) = B0.6EE MNim2 h = 1em
v {Poisson’s Ratio) = 0.4989 thickness = 1cm
S0 = 29.7 MPa Loading
QR = 21.08999E3 J.Kim.N Temp = 400°C = 673K
A = 181E7 g1 Yelocity (x-direction) =
T o= 70 0.01 cmisec @ y = 1cm
m = 0.23348 Time = 20sec.
hoe = 11156 MPa
§ = 1892 MPa
n = 0.07048 y
a = 1.3 T
* Please refer to section 2.5.1 of User's Velocity = 0.01 cmfs
hManual, ¥olume ¥, Theory, for
parameter details. T
h
L ]
b ——

Frohlem Model

~aphics

1
|
|
[ |
]
[ |
|
[ |
(.

TION
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VM200: Viscoelastic Sandwich Seal Analysis (¢ontinued)

Glass
R
i R
A S “S_,, Alumina y
15
5 - 25
]

. 49 ) *24

5 3 (l; 28

¢ L Yo

* ]
a»l }— i 11 21
-~ |=h Fepresentative 2-0 Finite

Problem Sketch Element Model (not to scale)
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Rozwigzanie fundamentalne
(Funkcja Green’a, BEM)

Jesli Lu=f oraz Le=9,to

u="f*e
ou 0 (f *e)
oh; oh;

Kolowa ptyta zamocowana na brzegu.
AU =0
u(r,@)._n = f(p,h) (ugiecie na brzegu)

ou(r, )
on

= g(op,h) (kat obrotu na brzegu)
r=R

r2

(e - K= R+ —costy o)l (wh)y, %JR -g(wh) dw}

{![R2+r —2Rrcos(y — (p)] +r2—2chos(w—(p)
au(r, ¢, h) R2 _y2 2n[R+I’—COS(\|I—(p)] (a\ll’: h) L2 @g(\y h)
}[ [R2+r2—2RI’COS(\|]—(p)] +5£R2+r 2chos(\|; q))

oh,  2n

o) =u (rnoh o) |

.gn(ahj)

u (r,o,h)=u"(r,,h
36



Metody calkowania rownan rozniczkowych
Z przedzialowymi parametrami

0=f(t,g,q,h) gdzie q(0,h)=qy(h), heh

q-(t)=ming(t,h), q”(t)=maxq(t,h)

_(oqg(t)
qa)q[t,h“g“(ah?],

. (oq(t)
q*(t)= q[t, hs'gn(ﬁh)]

19
O—a—hf(t,q,q,h)

0=®(t,q,q,h,v,V)

gdzie v=6—q,\'/:6—q
oh

oh
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Warunki brzegowe dla funkcji v
otrzymujemy rozniczkujac warunki brzegowe

dla funkcji g.
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Zastosowanie metod optymalizacji
do modelowania ukladow
Z niepewnymi parametrami

‘ming; (h) ‘max g; (h)
g <1F(a,h)=0, ¢ < F(q,h)=0
lheh lheh
f(x,)
y T, e
i) Dy
(%)
o
fil) - >
X, X, X

f(%)" < f(x)

Procedury przyspieszajace
zbieznos¢ algorytmu
- testy monotonicznosci
- przedzialowa metoda Newtona
- test punktu srodkowego
- test wypuklosci itp.
39



Pownuk A., Optimization of mechanical
structures using iInterval analysis, Computer
Assisted Mechanics and Engineering Sciences,
vol. 7, No. 4, 2000, s.699-705

2-L

v

/11777777 // )/

f(x):llﬂnz(lj
X
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= L
2

q
###é#######

II7777 (e

Przedzialowe parametry

E,J,L.q

IIIIIIIIIIIIIII>

0.5 1 A.S

0.022 -

0.037
\ 4 y(x)
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Wilasnosci algorytmu

1)Wszystkie globalne minima nalezg do
przedziatdow zawartych w liscie L w kazde;
Iteracji algorytmu.

2)Jesli  po  przeprowadzeniu  obliczen
otrzymamy liste przedziatow o szerokoscl
mniejszej od pewnego ¢>0, to wszystkie
globalne minima naleza do tych
przedziatow.

3)Algorytm  umozliwia  uwzglednienie
btedow zaokraglen.

4)Metoda jest szczegolnie efektywna dla
kwadratowych funkcji celu.

5)Metoda jest efektywna dla problemow z
wicloma minimami globalnymi. Jesh
minima globalne sg potozone blisko siebie,
to pogarsza to zbieznos¢ algorytmu.

6) Algorytm umozliwia optymalizacje funkcji
nierozniczkowalnych oraz niecigglych.

/)W  przypadku gdy funkcja  jest
rozniczkowalna, mozna wykorzysta¢ test
monotonicznosci, wypuktosci oraz
przedzialowa metode Newtona.
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Whnioski

Wspotczesna analiza przedzialowa zostala
zapoczatkowana przez R. Moore’a w 1966 roku. Po
krotkim okresie duzego zainteresowania teoria ta byta
bardzo silnie krytykowana. Algorytmy z tego okresu
nazywane s  obecnie  “naiwng  arytmetyka
przedziatlowa”. Dopiero w poczatkach lat 80-tych
pojawily si¢ pierwsze algorytmy, ktore umozliwity
efektywne wykorzystanie metod przedzialowych w
technice.

Wykorzystujagc  arytmetyke  przedzialowa mozna
skonstruowac algorytmy, ktore sg zbiezne globalnie
oraz pozwalaja na znalezienie rozwigzania Z
gwarantowang doktadnoscig (tzn. z uwzglednieniem
wszystkich btedoéw, ktorymi obarczone sg rozwigzania
numeryczne, w tym btedow zaokraglen).

W bardzo wielu typowych problemach inzynierskich
zalezno$¢ rozwigzan od parametrow niepewnych jest
monotoniczna. W celu sprawdzenia monotonicznosci
mozna zastosowaC punktowe testy monotonicznosci.
Jesli monotonicznos¢ funkcji zostanie wykazana, to
ckstremalne warto$ci funkcji moga zosta¢ obliczone
przy pomocy koncéw przedziatow.

Arytmetyka rozmyta jest uogolnieniem arytmetyki
przedziatlowej.  Podejscie  takie  pozwala  na
doktadniejszy opis niepewnosci parametrow.
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Zadeh zakladal, Ze pojecie zbioru rozmytego jest
intuicyjnie zrozumiale. Podejscie takie wywotalo
dyskusje na temat zwigzku teori1t zbiorow rozmytych z
rachunkiem prawdopodobienstwa. Pomimo duzej liczby
przyktadow  praktycznych zastosowan wystepujg
trudnosct w jednoznacznej interpretacji technicznej
pojec intuicyjnej teorii zbiorow rozmytych.

Wykorzystujagc probabilistyczng interpretacje zbioru
rozmytego teori¢ zbiorOw rozmytych mozna zastosowac
do obliczania niezawodnosci uktadow mechanicznych.
Podobne rezultaty mozna uzyska¢ wykorzystujac
interpretacje opartg na teorii zbiorow losowych.
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