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Cel pracy 
 

Opracowanie metod obliczania niezawodności 

konstrukcji z niepewnymi parametrami przy 

wykorzystaniu teorii zbiorów rozmytych 

 

Spis treści 
 

1.Sformułowanie problemu niezawodności 

konstrukcji z niepewnymi parametrami. 

 

2.Różne interpretacje funkcji przynależności 

zbioru rozmytego. 

 

3.Niezawodność konstrukcji o parametrach 

losowych i rozmytych. 

 

4.Metody rozwiązywania równań rozmytych. 

 

5.Zastosowanie algorytmu przedziałowej 

optymalizacji globalnej do modelowania 

układów z niepewnymi parametrami. 

 

6.Wnioski 



 3 

Niezawodność konstrukcji 

w ujęciu probabilistycznym 
 

})0))((:({ =  XgPR  

 

gdzie nR→  )(: XX  jest 

wektorem losowym oraz ),,(  P  jest 

przestrzenią probabilistyczną. 

 

Przykład 
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Pomiary punktowe 
 

P [kN] [12, 15] [15, 18] [18, 21] [21, 24] [24, 27] 

      

      

      

      

      

)(  = XxP  1/6 5/12 1/6 1/6 1/12 

Znak )(xg  + + - - - 

417.0
12

5

12

1

6

1

6

1
)(

0)(

==++=== 



x

Xx
g

f PP

 

Pomiary przedziałowe 
 

P [kN] [12, 15) [15, 18) [18, 21) [21, 24) [24, 27] 

)( 5X       

)( 4X       

)( 3X       

)( 2X       

)( 1X       

)(  XxP  2/5 1 2/5 2/5 1/5 

Znak )(xg  + + - - - 

4.0
5

2
})({})({)( 21

0)(

==+== 


 PPPP
g

f
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Górne i dolne prawdopodobieństwo 

zniszczenia konstrukcji 
 

})]0,())((:({ −= 
+

XgPPf  

 

]})0,())((:({ −= 
−

XgPPf  

 

W przedstawionym przykładzie 

0=−
fP ,    

5

2
=+

fP  

 

 

Funkcja przynależności 

zbioru rozmytego 
 

 

)})(:({)( =  XxxPxF  

 

})0)(),(:({ = 
+ xgXxPPf  

 

)(sup
0)(:

xP F
xgx

f =


+
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PODSTAWY TEORII ZBIORÓW 

ROZMYTYCH 

 

Zbiorem rozmytym F w przestrzeni X 

nazywamy dowolne odwzorowanie 

 
( ) RxxX FF → 1] [0,:  

 

)(xF
F

 
 

Działania na zbiorach rozmytych: 
 

( ) ( ) ( )},{min  , xxxXx BABA =   

( ) ( ) ( )},{max  , xxxXx BAAUB =  

( ) ( )xxXx AAD −= 1  ,  

Zasada rozszerzania: 
 

( )
( )

( ) ( )},...,{minsup 1
,...,

)( 1
1

nFF
yxxf

Ff xxy
n

n

=
=
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Interpretacja funkcji przynależności 

oparta na teorii zbiorów losowych 

 

1

F

1A

2A

nA

xFiA

)( iF Am

)( 1xF

1x

)()()( 211 AmAmx FFF +=

 
 

Zbiorem losowym w przestrzeni X (ze 

skończonym nośnikiem) nazywamy parę 

( )FF m, , gdzie F  jest skończoną rodziną 

podzbiorów przestrzeni X, a Fm  jest funkcją 

 1 0,: →FFm  taką, że 

( ) 1
 :

=  FiAiA iF Am . 

 
( ) ( ) 

=
FAAxA

Amx FF  , :
 

lub 
( ) )})(:({ =  XxPxF  

 

nAAA  ...21  
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Probabilistyczna interpretacja funkcji 

przynależności zbioru rozmytego 

 

Zbiór F jest określony na drodze 

doświadczalnej. 

Funkcję przynależności można określić 

następująco: 

 

( ) })|:({)( xXFPxF ==   

czyli 
( )

( ) }):({

}),:({
)(

xXP

xXFP
xF

=

=
=



  

 

P [kN] [12, 15) [15, 18) [18, 21) [21, 24) [24, 27] 

Pomiar 5      

Pomiar 4      

Pomiar 3      

Pomiar 2      

Pomiar 1      

)(PF  0.4 1 0.4 0.4 0.2 

- pozytywna odpowiedź eksperta 

 

Przeprowadzono 25 pomiarów. 

 

Zbiór F zawiera 12 pomiarów. 
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Funkcja gęstości rozkładu 

prawdopodobieństwa 

 
P [kN] [12, 15) [15, 18) [18, 21) [21, 24) [24, 27] 

Pomiar 5      

Pomiar 4      

Pomiar 3      

Pomiar 2      

Pomiar 1      

)(xf X  
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1
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1
 

)(xP  
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Znak 
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1
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)()})(|:({ xXxFP F==   



 10 

Uwaga 

 

Jeśli wszystkie przyrządy wykażą, 

że obciążenie jest niszczące, 

to układ ulega zniszczeniu. 

 
 

P [kN] [12, 15) [15, 18) [18, 21) [21, 24) [24, 27] 

Przyrząd 5      

Przyrząd 4      

Przyrząd 3      

Przyrząd 2      

Przyrząd 1      

)(xf X  

15

1
 

15

1
 

15

1
 

15

1
 

15

1
 

)(xP  1/6 5/12 1/6 1/6 1/12 

)(xF  2/5 1 2/5 2/5 2/5 

Znak 

)(xg  

+ - - - - 

8.03
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1
4)(

0)(

=== 
x

x
g
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833.0
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1
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5
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x

x
g
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1)(sup
0)(:
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+ xP F
xgx
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Prawdopodobieństwo zniszczenia 

konstrukcji o parametrach 

losowych i rozmytych 

x  - parametr losowy })({xP  

h - parametr rozmyty )(hF  

( )


= 

= 
 : ),( : 0, :

)(})({
Xxx hxh

hx Ff
g

supPP

 
)()(

0)( :
)( hx

hx,h
F

g
Fg sup =



 

  ==
x

xxx })({)())(( )()( PEP FgFgf  

 =

r
n

R

Fgf dPP )()()( xx  

 

Prawdopodobieństwo zniszczenia 

konstrukcji o parametrach losowych  

i zbiorowych (przedziałowych) 

 




 ==
},0),(:{:

)( })({})({)(
Ag

Fgf PPP
hhxxxxx

xxx  




=

},0),(:{

)(

Ag

f dPP

hhxx
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Funkcja graniczna zależy od wektora 

parametrów losowych o wartościach 

należących do zbioru rozmytego 

 




= 
0)( :

)(})({
xx

xx
g

Ff PP  

 

)()(
0)(

xx
x




= PdP
g

Ff  

 

P [kN] 12 15 18 21 24 
Częstość względna 0.3 0.3 0.2 0.1 0.1 

)(PF  0.4 1 0.4 0.4 0.2 

g(P) [MPa] 55 25 -5 -35 -65 

 

== 


0)(

)(})({
Pg

PPPP Ff 0.14 

 

W klasycznej teorii zbiorów rozmytych 

wzór ten określa 

prawdopodobieństwo  

zdarzeń rozmytych 

(według Zadeha) 
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Niezawodność konstrukcji o parametrach 

modelowanych przy wykorzystaniu 

rozmytych zmiennych losowych 

 

)()(: Fn
RFFF →  

 

Dla ustalonego  zbiór rozmyty  

Dzielimy na -przekroje 

 

)()(: ,,
Fn

RI→  hh  

 
)})(:({)( ,)( =  hhh PF  

 

})]0,())(( :),({( , −= 
+

hgPPf

 





−

= 
+

0 :0

)0(g
]0,(:

})({)( 0PgsupP
F

gg
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= 

−


+ )( )(
]0,(:

gsupEP
Fg
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Przykład zastosowania 

 

b

h

 
 

( )
20

max
0

6

bh

LP

W

M
g

z


−=−=h  

 

Nr 0  [MPa] P [kN] 

1 [190, 205] [2, 6] 

2 [191, 204] [2.5, 3] 

3 [193, 206] [3, 4] 

4 [192, 205] [3, 7] 

5 [185, 200] [2, 5] 

6 [192, 205] [3, 5] 

7 [190, 202] [2, 6] 

8 [191, 210] [2, 5] 

9 [188, 206] [1, 7] 

10 [190, 207] [3.5, 6] 

 
),(),( '''' PPPP mm    
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),(),( '''' PPPP mm    

 

  - przekroje siły i naprężenia 

dopuszczalnego 

 P
~

 [kN] 0
~  [Mpa] 

1 [3.5, 4] [193, 200] 

0 [1, 7] [188, 210] 

 

  - przekroje funkcji granicznej 

 g  [MPa] 

1.0 [81.9, 102.8] 

0.8 [64.2, 118.7] 

0.6 [46.6, 134.6] 

0.4 [28.9, 150.4] 

0.2 [11.2, 166.3] 

0.0 [-6.4, 182.2] 

 

0.2)(,0])([-
,0][-

==


+ xgsupPlP
xf  

 
++  ff PP'  



 16 

Równania z rozmytymi parametrami 

 

( ) 0hqF =
~

,  

 

Wykorzystanie zasady rozszerzania 

 
( )

( )
( )hq hq

0hqF

~~

,

=
=

sup  

 

Metoda  -przekrojów 

 

( )  
~

= iii hhh :  

 

( )  == hh0hqFqq
~

,, :  

 
( )  = qqqq

~ :~ sup  

 

Nierówności z rozmytymi parametrami 

 

( ) 0hqF 
~

,  

 

Wykorzystanie zasady rozszerzania 

 
( )

( )
( )hq h

0hqF
q

~

,

~ =


sup  
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Metody rozwiązywania układów równań 

przedziałowymi parametrami 

 
-Równania liniowe 

-metody dokładne 

-metoda kombinatoryczna 

-metoda programowania liniowego 

-metoda Rohn’a 

-metody przybliżone 

-przedziałowa metoda eliminacji Gaussa 

-przedziałowa metoda Gaussa-Seidla 

-przedziałowa metoda Krawczyka 

-metoda Hansena 

-metoda Rump’a 

-metody nieliniowe 

-przedziałowa metoda Newtona 

-metoda podziału 

-metoda Neumaiera 

-metoda Gay’a 

-metoda punktowych testów 

monotoniczności 

-metoda przedziałowych macierzy 

Jakobiego 

-przedziałowa metoda CSP 

 
Kulpa Z., Pownuk A., Skalna I., Analysis of linear 

mechanical structures with uncertainties by means of 

interval methods. Computer Assisted Mechanics and 

Engineering Sciences, vol. 5, 1998, pp.443-477 
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Definicje zbiorów rozwiązań układów 

równań z przedziałowymi parametrami 

 ( )  BAXBBAAXBA =,   ,:, =   

 ( )  BAXBBAAXBA =,   ,:, =   

( )  BAXBBAAXBA =,   ,:, =  

 

( ) }:{, = BXAXBA    

( ) }:{, BXAXBA   =  

( ) }:{, BXAXBA   =  

 









=


















[1,2]

[-1,1]

[1,2][2,4]

[2,4][1,2]

2

1

x

x
 

 

1

2

3

3

3

3


)( BA,hull


)( BA,
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Podstawy arytmetyki przedziałowej 

 

}:{],[ +−+− == xxxRxxxx  

 

Działania na przedziałach 

 
 yyxxyxyx = , :  

np. 

],[ ++−− ++=+ yxyxyx  

 

Przedziałowe rozszerzenie funkcji 
 

Niech xxxf −= 2)(  
 

 

xxxxf −=)(ˆ  

}:)({)( xxxfxf =  
 

 

]5,4[]2 ,1[]2 ,1[]2 ,1[])2 ,1([ˆ −=−−−−=−f  

]2,
4

1
[]}2,1[:)({])2 ,1([ −=−=− xxff  

 

Fundamentalna własność 

arytmetyki przedziałowej 

( ) ( )xx ff ˆ  
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Przedziałowa metoda Newtona 

 

( )
( )

( )xf

xf
xxxN

'ˆ
, −=  

 

1) Niech 0
* xx   

2) ( )nn xmidx =  

3) ( )
( )

( )n

n
nnn

xf

xf
xxxN

'ˆ
, −=  

4) ( )nnnn xxNxx ,1 =+  

5) Jeśli kryteria zbieżności są 

spełnione, to stop. W przeciwnym 

przypadku skok do punktu 2. 

 

L0

L

P

q

H

 
 

Eps [m]  
1q  [m] 2q  [m] 3q  [m] 

0.01 −q  0.05046 0.313327 0.834962 

 +q  0.05047 0.313897 0.836264 
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Przedziałowa metoda podziału 

 

Jeśli ( ) 0xg =*  

 

oraz Dx * , to 

 
( )Diĝ0     dla   i=1,...,n 

 

Przykład 

 
)1)(1()( +−= xxxg  

 
]2 ,0[=D  

 
]3 ,3[])2 ,0([ˆ0 −= g  

 

Dx *  
 

Jeśli ]4 ,2[1 =D  

 
]15 ,3[])4 ,2([ˆ0 = g  

 

1
* Dx   
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Algorytm przedziałowej  

metody podziału 

,         , 
Faza 1                                           Faza 2 

,          , 
Faza 3                                          Faza 4 

,          . 
Faza 5                                       Faza 6 

0
2

122 =







−+ yxsin  

 

-10 10

-10

10

x

y
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Przedziałowy algorytm rozwiązywania 

nieliniowych równań algebraicznych ze 

zbiorowymi współczynnikami 

 

0),...,,,...,( 111 =mn hhxxf  

0),...,,,...,( 112 =mn hhxxf  

... 
0),...,,,...,( 11 =mnn hhxxf  

 

Niech 0hxf =),( **  

 

Jeśli xx * ,   hh * , to 

),(ˆ0 hxif    dla i=1, ... ,n 

 

Jeśli ),(ˆ0 },, ... ,1{ hxifni  , to 

0hxfhxhx  ),( ,),(  

1h

2h

ih
nh

1h

2h
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Wykorzystanie własności 

funkcji monotonincych 

 

− +

+y

−y

 

Jeśli 0
dx

df
, to 

)( −− = xfy ,   )( ++ = xfy . 

Jeśli 0
dx

df
, to 

)( +− = xfy ,   )( −+ = xfy . 

 

lub w skrócie 

)(








−

− = dx

df
sign

xfy ,   )(









+ = dx

df
sign

xfy  

__________________________________ 

Jeśli 
x

xf






])([ˆ
0 , 

to funkcja jest monotoniczna 
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Przedziałowy test monotoniczności 

 
( ) ( )= QTK  

( ) ( ) ( ) ( )



−




=




 T

KQT
K ˆ

ˆˆ
ˆ

λλλ
 

gdzie 

( ) ( ) ( )( ) = QKT ˆ,ˆˆ hull  

 

( ) ( ) ( )
T

nTT
















=



 ˆ
,...,

ˆˆ
1T

 

 

( )
( )

( ) ( )
( ) 













−




=




T

KQ
K

T ˆ
ˆˆ

,ˆ
ˆ

λλ
 

 

( )
( )( )

( )














=

−==

=+









t2

b1

21

Tr  T         R=r

TrTα
dr

rdT
  -λ       Rr

Q
dr

dT(r)
rλ

dr

d

r

1
 RrR

:  

:

0:

 

Jasiński M., Pownuk A., Modelling of heat transfer in biological tissue  

by interval FEM, Computer Assisted Mechanics  

and Engineering Sciences, vol. 7, No. 4, 2000, pp.551-558 
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Zastosowanie regularnych przedziałowych 

macierzy Jacobiego do modelowania 

układów mechanicznych 

z przedziałowymi parametrami 

 

( )
( )n1

m1n1

,...,

ˆ

qq

hhqq



 ,...,,,...,F
 

 

( )
( )n1ij1i1

m1n1

,...,,,,...,

ˆ

qqhqq

hhqq

+−

 ,...,,,...,F
 

 
0hqF =),(       )(hqq =  

 

( )

( )

( )
( )

q

hqF

hqF

h









−=


 +−

,

,...,,,,...,

,

n1ij1i1

j

i
qqhqq

h

q
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( )
( )














=













−

− h

q

hqhq

t
sign

,   

( )
( )














=














+ h

q

hqhq

t
sign
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Przypadek jednowymiarowy 
 

( ) 0q,F =h  

 

−h +h

−

iq

+

iq

hqi 





=−

=

− 0ii qq

h, 0qF




=−

=

+ 0ii qq

h, 0qF

hqq ii =

h

iq

 
 

( )
q

qF



 h,ˆ
 

 

( )
( )n1i1i1

ni1

,...,,,,...,

ˆ

qqhqq

hqqq

+−

−



 ,,...,,...,F
 

 

( )
( )n1i1i1

ni1

,...,,,,...,

ˆ

qqhqq

hqqq

+−

+



 ,,...,,...,F
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Przypadki szczególne 

 

 ( )hQKq =   

 ( ) QqhK =   

 ( ) ( )hQqhK =   

 

 K,   
( )














j

i

h

hQ
K

ˆ
 |   

 ( )hK̂ ,  ( )
( )














j

i

h

hQ
hK

ˆ
 |  ˆ   

 ( )hK̂ , ( )
( )

( )
( )













−





jj

i

hh

hQ
hq

hK
hK

ˆ
ˆ

ˆ
  |  ˆ   

 

P P
PP

L

H

H
1q

2q
3q

4q

5q
6q

7q

8q 9q

10q

11q
12q

 
przedziałowe parametry: E , J , A  
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Zastosowanie analizy wrażliwości 

do modelowania niepewności 

w układach mechanicznych 
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sign
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sign
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)(hfy

))(()( 000 hhhf'hfy −+=
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)( 0hf
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Przybliżenie liniowe 

 

( ) ( )( )
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+




=



 m

k
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m
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j

m hh
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hhf
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Pierwszy test monotoniczności 

 

( ) ( ) ( )
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Drugi test monotoniczności 
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+
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−
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+−




+




hh

hh

h,hf
hh

hh

h,hf

h

)h,h(f
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0
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0
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*
1
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1
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Funkcja jest monotoniczna gdy ii hh *  
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Przykłady obliczeń 
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Rozwiązanie fundamentalne 
(Funkcja Green’a, BEM) 

 

Jeśli fLu =  oraz =Le , to 

efu *=  

)*( ef
hh

u

ii 


=




 

 

Kołowa płyta zamocowana na brzegu. 

 

02 = u  
 

),(),( h=
=

fru
Rr

 (ugięcie na brzegu) 

),(
),(
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=

g
n
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 (kąt obrotu na brzegu) 
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Metody całkowania równań różniczkowych 

z przedziałowymi parametrami 

 

( )hqqf0 ,,, t=    gdzie ( ) ( )hqhq 0,0 = , hh  

 

( ) ( )hqq
hh
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− = ,   ( ) ( )hqq
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Warunki brzegowe dla funkcji v  

otrzymujemy różniczkując warunki brzegowe 

dla funkcji q. 
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Zastosowanie metod optymalizacji  

do modelowania układów 

z niepewnymi parametrami 
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Procedury przyspieszające 

zbieżność algorytmu 

- testy monotoniczności 

- przedziałowa metoda Newtona 

- test punktu środkowego 

- test wypukłości itp. 
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Pownuk A., Optimization of mechanical 

structures using interval analysis, Computer 

Assisted Mechanics and Engineering Sciences, 

vol. 7, No. 4, 2000, s.699-705 
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Własności algorytmu 
 

1) Wszystkie globalne minima należą do 

przedziałów zawartych w liście L w każdej 

iteracji algorytmu. 

2) Jeśli po przeprowadzeniu obliczeń 

otrzymamy listę przedziałów o szerokości 

mniejszej od pewnego 0 , to wszystkie 

globalne minima należą do tych 

przedziałów. 

3) Algorytm umożliwia uwzględnienie 

błędów zaokrągleń. 

4) Metoda jest szczególnie efektywna dla 

kwadratowych funkcji celu. 

5) Metoda jest efektywna dla problemów z 

wieloma minimami globalnymi. Jeśli 

minima globalne są położone blisko siebie, 

to pogarsza to zbieżność algorytmu. 

6) Algorytm umożliwia optymalizację funkcji 

nieróżniczkowalnych oraz nieciągłych. 

7) W przypadku gdy funkcja jest 

różniczkowalna, można wykorzystać test 

monotoniczności, wypukłości oraz 

przedziałową metodę Newtona. 
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Wnioski 

 
Współczesna analiza przedziałowa została 

zapoczątkowana przez R. Moore’a w 1966 roku. Po 

krótkim okresie dużego zainteresowania teoria ta była 

bardzo silnie krytykowana. Algorytmy z tego okresu 

nazywane są obecnie “naiwną arytmetyką 

przedziałową”. Dopiero w początkach lat 80-tych 

pojawiły się pierwsze algorytmy, które umożliwiły 

efektywne wykorzystanie metod przedziałowych w 

technice. 

 

Wykorzystując arytmetykę przedziałową można 

skonstruować algorytmy, które są zbieżne globalnie 

oraz pozwalają na znalezienie rozwiązania z 

gwarantowaną dokładnością (tzn. z uwzględnieniem 

wszystkich błędów, którymi obarczone są rozwiązania 

numeryczne, w tym błędów zaokrągleń). 

 

W bardzo wielu typowych problemach inżynierskich 

zależność rozwiązań od parametrów niepewnych jest 

monotoniczna. W celu sprawdzenia monotoniczności 

można zastosować punktowe testy monotoniczności. 

Jeśli monotoniczność funkcji zostanie wykazana, to 

ekstremalne wartości funkcji mogą zostać obliczone 

przy pomocy końców przedziałów.  

 

Arytmetyka rozmyta jest uogólnieniem arytmetyki 

przedziałowej. Podejście takie pozwala na 

dokładniejszy opis niepewności parametrów. 
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Zadeh zakładał, że pojęcie zbioru rozmytego jest 

intuicyjnie zrozumiałe. Podejście takie wywołało 

dyskusję na temat związku teorii zbiorów rozmytych z 

rachunkiem prawdopodobieństwa. Pomimo dużej liczby 

przykładów praktycznych zastosowań występują 

trudności w jednoznacznej interpretacji technicznej 

pojęć intuicyjnej teorii zbiorów rozmytych. 

 

Wykorzystując probabilistyczną interpretację zbioru 

rozmytego teorię zbiorów rozmytych można zastosować 

do obliczania niezawodności układów mechanicznych. 

Podobne rezultaty można uzyskać wykorzystując 

interpretację opartą na teorii zbiorów losowych. 


