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Streszczenie. Jednym z kluczowych probleméw w procesie budowlanym jest oszacowania ryzyka.
Podstawowga bariera jest brak wiarygodnych statystycznie danych [10]. W artykule autorzy przedstawili
autorska koncepcje zmiennej losowej o parametrach rozmytych jako narzedzia laczacego zalety podejscia
probabilistycznego i opartego o algebre zbioréw rozmytych przy eliminacji podstawowych ograniczen obu
podejsc.

1 Wstep

W gospodarce rynkowej celem dziatalnos$ci jest osiagniecie pozytywnego efektu finansowego. Efekt ten
jest dodatni jesli poniesione koszty beda mniejsze od maksymalnego zaktadanego poziomu, ryzyko jest wigc
mozliwos$cia przekroczenia go. Budownictwo jest dziedzina, w ktorej realizacja procesow jest szczeg6lnie
narazona na czynniki ryzyka, poniewaz realizacja robot w warunkach o charakterze zdeterminowanym
praktycznie nie istnieje. Do czynnikow losowych naleza czynniki atmosferyczne, ptynnos§¢ kadry, awaryjnosé
stosowanych maszyn i urzadzen technicznych itp. Zakres oddziatywania jest rozny dla kazdego z czynnikow
ijest niejednakowy dla réznych budow, poniewaz zalezy od rzeczywistych warunkéw realizacyjnych oraz od
okreslonej sytuacji decyzyjnej [6]. Obecnie w szacowaniu kosztéw robdt budowlanych na ogét stosuje sig
proste metody deterministyczne [13]. Glowna bariera w stosowaniu bardziej zaawansowanych metod [3] jest
brak danych wejsciowych lub ich nieprecyzyjnosé [9,10].

2 Ryzyko w procesach budowlanych
Z ryzykiem mamy do czynienia wtedy, gdy poniesione koszty realizacji projektu K. beda wigksze od

zalozonego poziomu kosztow maksymalnych - K¢ .
Kez < Kg 6]
Zatem ryzyko mozna okresli¢ nastgpujaco

1, gdy Kez <Ke

R(Kcz)={ @

0, gdy Kz 2 K

Jesli traktowaé K jako zmienng losowa o statej wartosci, VQ K (a)) = K¢ =const  to z probabilistycznego
WE!

punktu widzenia mozna przyjac, ze:

1, gdy Kz <K

R(KCZ):P{KCZ<KC}:{O ady Kgy > Ko 3)


mailto:Michal.Betkowski@polsl.pl
mailto:Andrzej.Pownuk@polsl.pl

W przypadku, gdy wszystkie dane sa $cisle okreslone, to ryzyko mozna zilustrowac nast¢pujacym
rysunkiem.
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Rys. 1

Jesli koszty skladowe procesow K; sa zmiennymi losowymi K; : Q53 o — K; (a)) € R, to ryzyko mozna
okresli¢ jako prawdopodobiefistwo tego, ze koszt catkowity K jest wigksza od zatozonego poziomu

kosztow Kz .
R(KCZ):P{KCZ<KC}:P{a):KCZ<KC(a))} )

Typowy ksztatt krzywej ryzyka przedstawiony jest na rysunku 2.
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Zatozymy teraz, ze koszty procesow sktadowych sa znane z dok tadnos$cia do przedziatu liczbowego.
Ki G[KfaKf]zKi ®)

W takim przypadku koszt catkowity jest rowniez przedzialem i moze by¢ obliczona z nastgpujacego wzoru.
~ N ~
Ke =Y K (6)
i=1

Przy obliczaniu przedziatu Kc :[Kg,KE} mozna wykorzysta¢ arytmetyke przedziatowa [12]. W tym
przypadku na podstawie wzoru (4) mozna zdefiniowa¢ nieskonczenie wiele krzywych ryzyka. Zbior
wszystkich krzywych ryzyka jest ograniczony z gory i z dotu przy pomocy funkcji R™ (Kcz ) (dolne ryzyko),
R*(K¢z) (gorne ryzyko). Funkcje R™(Kez ) R*(Kcz ) mozna je zdefiniowaé nastepujaco:

R (Key ) = 1, gdy VK¢ e Ke : Koy < Ke o
¢ 0, w przeciwnym przypadku



R (KCZ): 1, gdy 3K € KC :Kez < Ke ()
0, w przeciwnym przypadku

Mozna pokaza¢, ze R™(Kcz ) <R* (K ). Jesli traktowaé K jako zmienna losowa o stalej wartoci

przedzialowej Vo € Q, KC (a)) = KC = const , to z probabilistycznego punktu widzenia mozna przyjaé, ze:

. ; 1, gdy VK¢ e K 1 Key <K
0, w przeciwnym przypadku
R+(KCZ):P{a):3KCEKC(a))’KCZ<KC}: 15 gdyHK(EEKC:KCZ<KC (10)
0, w przeciwnym przypadku
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Jesli mamy niepewne (np. przedzialowe) informacje na temat kosztow poszczegdlnych procesow K;,

w takim przypadku mozna opisa¢ K; przy pomocy liczb rozmytych.
Niech dane jest Ki,lski,25-~-’Ki,Mi informacji na temat kosztu K;. Mozna teraz zbudowa¢ rodzing

przedziatow ufnosci zaleznych od parametru o € [0,1] takich, ze [4, 11]:

P{Kie(R\Kia)}z A —a (11)

o <ay = Kiy = Ki, (12)
gdzie n(A) oznacza liczbg elementow zbioru A. Funkcje przynaleznosci zbioru rozmytego mozna
zdefiniowac jako [15]:

,u(X|KiF)=sup{a:Xe Kia} (13)

gdzie Kz oznacza zbior rozmyty skojarzony z kosztem K; oraz y(x| Ki,:) jest jego funkcja

przynaleznosci. Jesli wszystkie koszty sa okreslone przy pomocy zbioréw rozmytych, wtedy mozna
zdefiniowa¢ koszt catkowity przy wykorzystaniu algebry liczb rozmytych [8].
a -przekrojem liczby rozmytej K;z nazywamy nastgpujacy przedziat:

A

Kirg ={X: (x| Kig ) < a} (14)

Dla ustalonego stopnia przynalezno$ci ¢ mozna obliczy¢ odpowiednie przedzialy Kia = Ki,: o do ktérych
moga naleze¢ poszczegodlne koszty K;. Przedzial, do ktorego nalezy koszt calkowity KCa mozna obliczy¢
nastgpujaco:



N
KCa = Z Kia (15)
Nastepnie mozna zdefiniowa¢ funkcje przynaleznosci:

,u(X|KCF):sup{a:Xe I{Ca} (16)

Dla kazdego « -przekroju liczby rozmyte sa przedziatami liczbowymi, dlatego poprzez analogie do formut
(7, 8) goérne i dolne rozmyte ryzyko mozna zdefiniowac¢ nastgpujaco:

R: (Kep ) = 1, gdy VK¢ € Ke,, 1 Koy < K an
“ 0, w przeciwnym przypadku

R! (Kez) = L gdyEIKCeKCa:KCZ<KC (18)
“ 0, w przeciwnym przypadku

Dla kazdego « -przekroju krzywe ryzyka wygladaja jak na rys. 3.
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Zestawiajac wszystkie krzywe ryzyka razem otrzymujemy bryle przedstawiong na rysunku 5.

o=1

A
a

o = R: (Kez)

1 R(Kcz)

P/ /S A1
1. /9=0 N/

R, (Kez)
/
N >

— + l(+
Keo Kea € Kez
Rys. 5

Keo



3 Poréwnanie zastosowania zmiennych losowych oraz zmiennych
rozmytych do modelowania niepewnosci kosztow

Kazdy proces budowlany jest ztozony z szeregu proceséw sktadowych przyjmujacych zmienne parametry.
Charakter poszczegdlnych proceséw mozemy opisa¢ przy pomocy zmiennych losowych, a w przypadku
niedostatecznej liczby informacji mozemy postuzy¢ si¢ zmienng rozmyta. Kazde z podej$¢ ma szereg zalet
i wad. Glowna zaleta zmiennej rozmytej jest niewielka liczba informacji potrzebnych do jej skonstruowania.
Niestety wady tego opisu ujawniaja si¢ wraz ze wzrostem liczby procesow sktadowych.

Zatézmy, ze zmienna losowa i rozmyta jest okre§lona na tym samym przedziale [a,b]. Przeanalizujmy
zmienng losowa X o rozktadzie normalnym. Na podstawie przyjetych zatozen mozna przyjaé, ze

m= a_+b’ o= b__a (19)
2 6
gdzie m jest wartoscia Srednia i o jest odchyleniem standardowym rozktadu normalnego.
(x-m)?
f(x)=—e 207 (20)
N2mo
O zmiennej rozmytej F zaktadamy, Ze jej nos$nik pokrywa si¢ z przedziatem [a, b].
Fo=|Fo.Fo |=[a.b] @1)
Suma N zmiennych losowych X posiada roéwniez rozktad normalny o wartosci $redniej
my =N-m=N22 (22)

i odchyleniu standardowym

[N
oN = zgzleNazzx/Wa:\/Wb_Ta (23)
i=1

Co odpowiada przedziatowi my 3oy o szerokosci Ly

L _
%:UN:mbTa, Ly, =60y =N (b-a) (24)
Dodajac N liczb rozmytych ich no$nik (zerowy « -przekroj) bedzie miat szeroko$¢ Ly .
N-F, :[N “F N .|:0+}:[N -a,N-b], Ly,=Nb—Na=N(b-a) (25)

Poréwnujac szeroko$¢ przedziatu odpowiadajacego sumie liczb rozmytych Ly, i losowych Ly,
otrzymamy:

L N(b—a

v Nb=a) g (26)

Lyy N (b-a)

lloraz szerokosci przedzialu otrzymanego na podstawie liczb rozmytych i losowych przedstawiona jest

w tabeli 1. Jak wida¢, rdznica pomigdzy najwicksza i najmniejsza warto$cia w przypadku liczb rozmytych
1

w sposob potegowy (N 2).



Tabela 1

Liczba dodawanych Ln, P
Lp. L
przedziatow .

1 1 1
2 2 1,414214
3 3 1,732051
4 4 2
5 10 3,162278
6 100 10
7 1000 31,62278
8 10000 100

Jesli zmienna losowa okreslona jest na podstawie niepewnych danych wtedy nie jesteSmy w stanie okresli¢
dokladnej wartosci prawdopodobiehstwa (4). Realizacje zmiennej losowej K; : Q3w — K; ()€l (R) (I(R)

oznacza zbior wszystkich przedzialéw okreslonych na zbiorze liczb rzeczywistych). Mozna wtedy obliczy¢
gorne i dolne prawdopodobienstwo:

R™(Kez)= P{w: Kcezlc(w) oz < KC} 7
R*(Kez)= P{a): KCGEC({,)) Kez < Kc} (28)
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Przy pomocy gomej i dolnej dystrybuanty mozna zdefiniowa¢ odpowiednie funkcje ggstosci
prawdopodobiefistwa fi . (x) i fi, (x), ktore odpowiadaja gornemu i dolnemu prawdopodobienistwu.

Kez

R (Kez)=1- [ T (x)ox (29)
K_cz

R (Kez)=1- j . (x)dx (30)

Jesli dane dotyczace kosztow K; sa liczbami rozmytymi wtedy funkcja K;: Q> — K;(@)e F(R) jest

rozmyta zmienng losowa [14]. Zbior F(R) zawiera wszystkie liczby rozmyte okreslone na osi rzeczywistej R.
Gorne i dolne ryzyko mozna obliczy¢ dla kazdego « -przekroju.

R;(KCZ)=P{a>:KCEcha(w)KCZ <KC} (31)

R (K =P : 3 Ke, <K 32
< (Kez) {‘0 Keeke(o) c} (32)



Wykres gornego i dolnego ryzyka zdefiniowanego przy pomocy rozmytych zmiennych losowych mozna dla
kazdego o -przekroju przedstawi¢ na rysunku analogicznego do rysunku 6. Zestawiajac wszystkie
o -przekroje otrzymujemy nastgpujaca bryle.
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Dla kazdego « -przekroju mamy krzywa goérnego i dolnego ryzyka (porownaj rys. 6, 7) z tego wynika, ze
pomigdzy nimi moze znajdowac si¢ teoretycznie dowolna krzywa ryzyka.

Rozpatrzymy teraz wazny z praktycznego punktu widzenia przypadek zmiennych losowych rozmytych, ktore
mozna opisac przy pomocy zwyktych zmiennych losowych o parametrach rozmytych.

W analizie ryzyka zwykle mamy do czynienia z przypadkami, gdy nie musimy bra¢ pod uwagg dowolnie

mozliwych dystrybuant @, (KCZ ) , ktore spelniaja warunek

R;(KCZ)Sl—d)a(KCZ)S R;(KCZ) 33)

poniewaz na podstawie pewnych dodatkowych informacji (obserwacji statystycznych wybranych procesow,
analogii etc) wiadomo, ze dystrybuanty @, (Kcz ) sa okreslonego typu. Z matematycznego punktu

widzenia mamy tutaj do czynienia ze zmiennymi losowymi o okreslonym rozkladzie i z parametrami
rozmytymi.

K :QxF(R)>(o,h) - K; (@,h) e F(R) (34)

Zmienne losowe mozna opisywaé przy pomocy funkcji gestosci prawdopodobienstwa z rozmytymi
parametrami fKi (X, h) lub dystrybuant z rozmytymi parametrami Dy, (X, h) . Wynik obliczen ryzyka w tym

przypadku wyglada podobnie jak na rysunku 7.

4 Identyfikacja funkcji gestosci prawdopodobienstwa z rozmytymi
parametrami

W analizie ryzyka kosztowego obszar rozwazan mozemy ograniczy¢ do pewnej grupy typowych rozkladow
[1,7,] Czesto jednak nie dysponujemy informacjami na temat dokladnej wartosci probabilistycznych
charakterystyk danych na temat kosztu K takich jak wartos¢ srednia, wariancja czy inne statystki z proby.
Czgsto dostgpne dane pozwalajac jedynie na wyznaczenie przedzialu mozliwych wartosci parametrow.
Jednym ze stosowanym w analizie ryzyka rozkladem jest rozktad Beta-Pert. Posiada on dos$¢ intuicyjne
uzasadnienie. Na jego przyktadzie mozna zilustrowaé konstrukcje zmiennej losowej o parametrach
rozmytych. Do jego charakterystyki wystarczy znajomos$¢ wartosci: pesymistycznej (K ), optymistycznej

(K, ) inajbardziej prawdopodobnej ( K, ) poniesionego kosztu K.
Rozwazmy funkcje gestosci rozktadu beta

f, ,(X)= M(1 —xY'x*, xelo,1] 35)

a)r(p)

Rozktad beta Pert jest szczegdlnym przypadkiem rozkladu beta (35) przy zatozeniach



4-(Km—Kp)

a=——>, =4-a, 36

K B (36)
K, +4K, + K,

E(X):T’ K, <K, <K,. 37

gdzie E(X) jest wartoscia oczekiwang zmiennej losowej o rozkladzie beta Pert (35). Poniewaz parametry
Ko, Ky 1 Ky czesto sa szacowane na postawie szczatkowych danych lub ocen eksperckich mozna je

zdefiniowa¢ za pomoca liczb rozmytych, zatem parametry « i £ jako funkcje ich funkcje sa rowniez
liczbami rozmytymi.

O :a(Kp!F’ Km,FaKo,F)a ﬁ;: :ﬁ(Kp,F’Km,F’Ko,F) (38)

Zatem przy pomocy wzoréw (38) mozna zdefiniowa¢ funkcje¢ gestosci rozktadu beta pert z rozmytymi
parametrami.

B I(a +5:) Ve %
fap,ﬂp(x)——r(%)r(ﬂp)(l XY xet, xeo,1] (39)

W przypadku zastosowania innych typowych rozktadow mozna zastosowa¢ podobna procedurg.

5 Whioski

Oszacowanie ryzyka kosztowego jest szczegolnie istotne w gospodarce rynkowej. Podstawowym problemem
przy szacowaniu jego poziomu w przypadku procesow budowlanych jest brak wiarygodnych statystycznie
danych, oraz identyfikacja wszystkich warunkéw mogacych wplywaé na koszty realizacji.

Sztucznie wprowadzanie doktadnosci do probleméw zawierajacych nieprecyzyjne lub nie jednoznaczne dane
i relacje, zmniejszaja wiarygodno$¢ wynikow[8].

Czgsto stosowany probabilistyczny opis traci wiarygodno$¢ wobec niepewnosci danych. Podejscie oparte
czysto o algebrg rozmyta wprowadza jednak nadmierna niedoktadno$¢ do oszacowan nie wykorzystujac
w pelni posiadanej informacji. Autorska koncepcja zmiennej losowej o parametrach rozmytych pozwala
potaczy¢ zalety probabilistycznego opisu kosztow procesow - ograniczenie rozwazan do konkretnego
rozktadu — z zaletami stosowania algebry rozmytej. Uzyskane oszacowanie ryzyka ujmuje w maksymalnym
stopniu dostgpna informacje jednoczenie ilustrujac poziom jej niepewnego charakteru bedacego stopniem
zaufania do posiadanych danych.
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