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Streszczenie. Oszacowanie warto$ci robot budowlanych jest jednym z kluczowych probleméw zwiazanych
z przygotowaniem inwestycji. Jest to podstawa do analizy optacalnosci i zapewnienia zrddel finansowania.
Glowna zrodlem informacji przy sporzadzaniu kosztorysu inwestorskiego sa dostgpne na rynku bazy cenowe.
Czgsto jednak informacje o cenach jednostkowych za dany typ robot roznig si¢ dos¢ znacznie - skutkiem sa
istotne roznice oszacowanych warto$¢ robot przez inwestora i oferowanych cen przez wykonawcow.
W pracy przedstawiono propozycje szacowania kosztow robot budowlanych przy wykorzystaniu algebry
liczb rozmytych ujmujacych niepewny charakter danych. Przedstawiona metoda pozwala na oszacowanie
wrazliwosci kosztow catkowitych na réznej wielkos$ci zaburzenia kosztow poszczegdlnych zadan.

1 Wstep

Jednym z kluczowych problemoéow, przed ktorym stoi przyszly inwestor jest okreslenie wartosci robot.
Klasyczny kosztorys inwestorski w obecnych czasach staje si¢ narzgdziem w coraz mniejszym stopniu
uzytecznym. Rodznice pomigdzy oszacowanymi warto$ciami w kosztorysie inwestorskim, a tym, co
zaproponuja wykonawcy w kosztorysach ofertowych rézni si¢ w duzym stopniu. Przewidzenie warto$ci
robot jest bardzo istotnym elementem - czgsto decydujacym o podjgciu dalszych krokéw w kierunku
realizacji inwestycji oraz przygotowania przyszlego modelu finansowania. Wolny rynek, indywidualne
podejscie do kalkulacji kosztow sprawia, ze jest to trudny proces. Dodatkowym utrudnieniem
w sporzadzeniu kosztorysu inwestorskiego jest fakt istnienia do$¢ znacznych réznic cen jednostkowych robot
budowlanych. Istnieja tez znaczne roéznice pomigdzy opracowaniami firm monitorujacych rynek, czgsto sa
réwniez podawane pewne przedzialy wartosci cen lub warto$ci minimalne, Srednie maksymalne. Istotnym
wydaje si¢ opracowanie narzedzia pozwalajacego uwzgledni¢ charakter danych. W artykule autorzy
przedstawia probg zastosowania zmiennej rozmytej reprezentujacej cen¢ jednostkowa w sporzadzaniu
kosztorysu inwestorskiego.

2 Kosztorys inwestorski

Kosztorys inwestorski [12] stanowi kalkulacj¢ szacunkowa kosztow wykonania robot i jest przygotowywany
przez inwestora. Podstawa sporzadzania kosztorysu inwestorskiego jest

1) dokumentacja projektowa,

2) specyfikacja techniczna wykonania i odbioru robét,

3) przedmiar robot,

4) zatozenia wyjsciowe do kosztorysowania,

5) ceny jednostkowe - dla kalkulacji uproszczonej

6) jednostkowe naklady rzeczowe zawarte w katalogach lub ustalone na podstawie kalkulacji
indywidualnej - dla kalkulacji szczegdtowe;,

7) ceny jednostkowe czynnikéw produkcji oraz wskazniki kosztow posrednich i narzutu zysku - dla

kalkulacji szczegétowe;.

W dalszej czgsei artykutu skupimy si¢ na przyktadzie metody kalkulacji uproszczone;.

Kalkulacja uproszczona polega na obliczeniu ceny kosztorysowej obiektow lub robot budowlanych, jako
sumy iloczynéw odpowiednio ustalonych jednostek przedmiarowych i cen jednostkowych wedlug
nastgpujacej formuty:
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gdzie: Cy jest ceng kosztorysowa, Cj; cenami jednostkowymi L; ilo$cia jednostek przedmiarowych R,

podatkiem od towardéw i ustug.. Dla rob6t budowlanych zasady okre$lania ilosci jednostek przedmiarowych
sa szczegdtowo przedstawione w zasadach przedmiarowania podanych w katalogach zawierajacych
jednostkowe naktady rzeczowe oraz szczegotowe opisy robot.

3 Ceny jednostkowe robot.

Ceny jednostkowe robot sg pozyskiwane z powszechnie dostgpnych zrodet [6,10,14] za wykonanie
okreslonej jednostki przedmiarowej robot, na odpowiednim poziomie ich agregacji. Istotnym problemem
przy sporzadzaniu kosztorysu inwestorskiego jest ustalenie poziomu cen jednostkowych. Informacje
uzyskane z dostgpnych Zrédet réznia si¢ dosc istotnie. Wybdr konkretnego zrodta informacji wprowadza
sztuczna doktadno§é tam gdzie jej nie ma, poza tym cenniki sa $rednimi uzyskanymi z wielu firm
budowlanych. Dlatego nie wydaje si¢ celowe przyjmowanie precyzyjnych cen jednostkowych na etapie
sporzadzania kosztorysu inwestorskiego — jest to sztuczne wprowadzanie precyzji do oszacowania, gdyz
istnieje nikle prawdopodobienstwo, ze podobne ceny jednostkowe przyjmie wykonawca w swym kosztorysie
ofertowym.

4 Konstrukcja liczby rozmytej na podstawie niepewnych danych

Niech dana jest pewna przestrzen probabilistyczna (P, Q,E) , gdzie P jest pewna miara probabilistyczna Q

jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych, = jest o -cialem zdarzen. Na zbiorze €2 okreslimy
zmienna losowa o warto$ciach przedziatowych.

X:Qs0- X (0)el(R) )
gdzie I(R) jest zbiorem wszystkich przedziatow okreslonych w zbiorze liczb rzeczywistych. Przedziat
X (@)= [X “(w), X" (a))} moze by¢ rowniez zdegenerowany do punktu X~ (@)= X" (®). Realizacje
zmiennej losowe;j X (a)) moga by¢ interpretowane jako pomiary pewnego parametru X.

Jesli mamy do dyspozycji duzo danych oraz sa one liczbami (czyli X~ (@)=X"(®)), to do

scharakteryzowania zmiennej X mozna wykorzysta¢ teori¢ prawdopodobienstwa. W idealnym przypadku
jestesmy w stanie skonstruowac funkcj¢ gestosci zmiennej losowej X, czyli fy (X) .

W praktyce czgsto bywa, ze nie dysponujemy dostateczng liczba danych, aby mozna bylo w pehi okresli¢
ich probabilistyczne charakterystyki. Poza tym, czasem otrzymane informacje sa bardzo niepewne i mozemy
podac jedynie przedziat, do ktérego nalezy badana wielkos$c¢.

Jesli dany jest przedziat X, = |:X;, X;:| , to mozna okresli¢ prawdopodobienstwo:

Pl([x;, x;]')zp{a);i(a))m[x;, x;]';s@}:a 3)

Symbol Pl (A) oznacza gorne prawdopodobienstwo zbioru A [5]. Warto$ci przedziatowej zmiennej losowej

mozna sparametryzowac przy pomocy pewnego parametru h.

A

X (@)={X (@.h):hef=[h"h" ]| )
Teraz gorne prawdopodobiefistwo zbioru A mozna okresli¢ nastepujaco:

PI(A)=P{0: X (0)nA=Z,0Q)=Plo: X (o,h) e AocQheh )
Poniewaz

[x;, xﬂ‘:(—oo,x;)u(x;,oo) (6)
dlatego



PI([x;, x;]') = P{a): X (a))m((—oo,x;)u(x;,oo)) ¢®}:a (7)

Jesli zdefiniujemy rodzing przedziatlow )A(a zalezna od parametru « taka, ze

[x;l, xgl];[x;z, xgz] jesli o <a, (8)
Pl ([X;l X ]) = P{a): X (a))m((—oo, X )U(X;l ,oo)) # @} = )
PI ([x;z,xgz D = P{a): X (a))m((—oo, Xa )u(xgz,oo)) ¢®}: a, (10)

Na podstawie pracy [4] mozna przyjac, ze funkcja
,u(X|F):sup{a:Xe[X;,X;]} (11)

jest funkcja przynaleznosci zbioru pewnego rozmytego F. Podobna koncepcja definicji zbioru rozmytego
znajduje sig¢ w pracy [7] i oparta jest na tzw. ,,chmurach” (clouds).

Tak otrzymana funkcje przynalezno$ci zbioru rozmytego mozna przetransformowac do funkcji ggstosci
rozktadu prawdopodobienstwa pewnej zmiennej losowej. Obecnie istnieje kilka metod, ktére umozliwiaja
osiagnigcie tego celu [1, 4], jednak w ogdlnosci nie sa one rownowazne - daja rozne funkcje ggstosci
rozktadu prawdopodobienstwa na podstawie tej samej funkcji przynaleznosci zbioru rozmytego.

Na szczeg6lng uwagg zastuguja trzy metody:

Metoda 1
Niech dana jest pewna liczba rozmyta F oraz jej funkcja przynaleznosci ,u(X, F). Zdefiniujemy statag K

W nastegpujacy sposob.

o0

K= [ (x| F)dx (12)

—00

Jesli K < o0, to funkcje gestoéci odpowiadajaca liczbie rozmytej ,u(X, F) mozna okresli¢ jako [1]:

f(x)=%y(x\F) (13)

Metoda-2
Metoda 2 polega na wykonaniu procedury odwrotnej do wzoru (7) [4]. Podobna metoda wykorzystana jest
w pracy [7].

Metoda 3
Nich dana jest zmienna losowa o warto$ciach zbiorowych (2). Philippe Smets zaproponowal nastgpujaca
metode konstrukcji odpowiadajacej jej funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa [11].

P{o}
f(x)= > (14)

Jest to tzw. “pignistic transformation” [11].



5 Opis ceny jednostkowej przy wykorzystaniu funkcji przynaleznosci
zbioréw rozmytych

Niech Cj;,Cj,,...,Cjy beda cenami jednostkowymi poszczegdlnych zadan oraz Cy bedzie koncowa cena
kosztorysowa.

N
Cy = L,Cj, + LCj, +...+ LyCiy +R, = D_LCj; +R, (15)
i=1

Z dostepnych Zroédel mozna uzyskaé informacje na temat poszczeg6élnych cen jednostkowych. W zaleznosci
od zrédta informacje te moga si¢ do§¢ znacznie rézni¢. Czgsto mozna z danego zrodla mozna uzyskac
jedynie informacje na temat minimalnej, maksymalnej i $redniej ceny jednostkowe;.

Jednak mozna zwykle oszacowa¢ gormna Cj* (@) i dolna Cj (@) granice wielkosci ceny jednostkowe;.
Rozne zrodta reprezentowane sa przez zdarzenie elementarne @ polegajace na podaniu punktowej lub

przedziatowej wartosci ceny jednostkowej Cj(w) = [Cj_ (»),Cj* (a))} .

Zatem zbior wszystkich zdarzen elementarnych € zawiera informacje (@ ) na temat cen jednostkowych.
Dla kazdej ceny jednostkowej C mozna zbudowac rodzing przedziatow ufnosci [Cj;, Cj;} , tak by byt

spelniony wzor (7):
PI([ci.Ciz )= P{w:éj (0)((~.Ciz ) v (Cig ) ¢@}= « (16)

Na rysunku 1 przedstawiono przykladowa funkcj¢ przynaleznosci w przypadku, gdy Q= {a)l,a)z,ag} oraz
Ci(@)=[L6]. Ci(e)=[2.5]. Cj(w;)=[3.4].

Z M(C|CjF)
1 ——

< éj (co3 )

< éJ (@2 )

23 —1—

1/3 —+

> Ci (o)
1 >
1 2 3 4 5 8

Rys. 1

Przez n(A) oznaczymy liczbg elementow zbioru A. Do oszacowania prawdopodobienstwa (16) bedziemy

wykorzystywali nastgpujacy estymator:
n({i :Cj; m((—oo,c:j;)u(q;,oo)) * @})

a~ N = Z ﬁ (17

el <l e

gdzie éji sq informacjami na temat ceny jednostkowej Cj oraz N jest liczba wszystkich pomiaréw éji .



W przypadkach, gdy przy oszacowywaniu warto$ci ceny jednostkowej Cj niektorym Zroédtom mozna
przypisa¢ rézne wagi W; (np. wigksza waga dala ceny $redniej niz minimalnej oraz wigksza waga dla

bardziej uznanych na rynku zrodet), to stopien przynaleznosci ¢ mozna oszacowac nastgpujaco:

= (18)
i-Gii m((—oo,q;)u(ci; ,w)]#@

o~

N

Przy czym zaktadamy, ze Zwi =1 dla wszystkich ceny jednostkowej Cj. Przy pomocy tak zdefiniowanych
i=1
przedzialow mozna zdefiniowaé funkcj¢ przynaleznosci liczby rozmytej:

#(x|Cjg )= sup{a: X eéja}:sup{a: X E[Cj;,Cj;]} (19)

gdzie Cjg oznacza zbidr rozmyty zdefiniowany przy pomocy funkcji przynaleznosci y(x |Cig ) Przedziat

Ci, = [Cj 2-Ci J moze by¢ traktowany jako definicja « -przekroju liczby rozmytej Cj :

Cif =| CiaCia | = {x: u(x|Ci¢ ) < a}. (20)

6 Procedura obliczania rozmytej ceny kosztorysowej

W tej chwili zalozymy, ze dane sa rozmyte ceny jednostkowe Cj;e . Algorytm obliczania ceny kosztorysowej
z wykorzystaniem zbioréw rozmytych opisujacych ceny jednostkowe mozna przedstawia rys 2.

Identyfikacja procesow sktadowych.

l

Okreslenie ilosci jednostek przedmiarowych (L)

l

Zbieranie informacji zrodtowych
na temat poszczegodlnych cen jednostkowych C

\ 4

Tworzenie liczb rozmytych reprezentujacych ceny
jednostkowe x(x|Cji)

\ 4

Tworzenie liczby rozmytej
reprezentujacej ceng kosztorysowa

y(x|CKF):sup{a: XeéKa}

Rys. 2



W celu obliczenia rozmytej ceny kosztorysowej nalezy obliczy¢ « -przekroje wszystkich liczb rozmytych
Cjiz oraz R, inastgpnie na podstawie wzoru (1).

N
CKa :zl‘i 'Cjia +PVa (21)
i=1
Poniewaz liczby CK o> ISV a,éji « Sa przedziatami, dlatego przedziat CK o, mozna obliczy¢ przy wykorzystaniu

algebry przedziatowej [8].
Funkcje przynalezno$ci rozmytej ceny kosztorysowej mozna obliczy¢ na podstawie nast¢pujacego wzoru:

,u(X|CKF):sup{a:Xe(§Ka}. (22)

Algorytm obliczania ceny kosztorysowej z wykorzystaniem zbiorow rozmytych opisujacych ceny
jednostkowe mozna przedstawia rys 2.
Wynik przyktadowej analizy wynikajacej z zastosowania wzoru (21) przedstawiony jest na rysunku 3.

A

M(C |CKF)

o

| i >

C

— — _ + +
CKFO CKFI - CK Fl1 KFO0
— +
CKFOLi CKFOLI
Rys. 3

7 Probabilistyczna interpretacja wynikéw obliczen

Cena kosztorysowa otrzymana przy pomocy wzorow (21) informuje o tym, jaka jest wrazliwo$¢ ceny
kosztorysowej na zmiany kosztow poszczegélnych zadan. Innymi stowy szeroko$¢ « -przekroju moze byc
interpretowana jako skonczony przyrost ceny kosztorysowej jako funkcji poszczegodlnych kosztow

CK = CK (le""’CjN N PV ) .
Cga _Clzg = CK (erav"'acjﬁav PV+a)_CK (le_a""vcjl?la’ PV_a) (23)

Niech éjiﬂ j oznacza j-ta informacjg na temat i-tej ceny jednostkowej C;. Zatem kazdej cenie jednostkowej

odpowiada M; informacji na temat tej ceny. Aby okresli¢ ceng kosztorysowa potrzebna jest przynajmniej

jedna informacja na temat kazdej ceny jednostkowej. Czyli ceng jednostkowa okreslamy na podstawie
wektoréw o postaci:



(Civy o~ Cinay Rt ) (24)

Zatem zbioér wszystkich informacji potrzebnych do zdefiniowania ceny kosztorysowej nalezy do
nastgpujacego iloczynu kartezjanskiego:

CK ={Ciygs--Clipa, | {Clzts - Choty %o %{Clin Cinany }¥{Rro-> Powip | (25)
Elementy zbioru CK bedziemy oznaczali 6Ri1i2-~iNiP =(éjl,ilséjz,izw-aéjN,iN ,ISViP). Zbidr ten posiada
N
Q=M;-M,-...-My -Mp = MPHMi elementow.
i=1

Prawdopodobienstwo zwiazane z danym « -przekrojem ceny kosztorysowej éKa mozna oszacowac
nastgpujaco:

n ({CKiliz.“iNip :Ck (éjlil ,(iji2 ,...,éjNiN ,I5Vip ) m(R\(fKa) # @})
Ml'Mz’...'MN ‘MP

~ P{cK m(R\éKa)¢®} (26)

gdzie funkcja n(A) ma taka sama interpretacje jak w punkcie 5 (czyli oznacza liczbg elementow zbioru A).
Cx (éjlil »éjziz ,...,éjNiN ,ﬁViP ) jest cena kosztorysowa otrzymana przy pomocy cen jednostkowych

éjlilvéjZiz"'-aéjNiN ,ﬁVip .

Zwykle prawdopodobiefistwo zdarzenia polegajacego na tym, ze cena kosztorysowa begdzie miata niepusty
przekrdj z dopelieniem ¢« -przekroju CKa (czyli zbiorem R \éKa ) jest rdzne od stopnia przynalezno$ci «,
ktory odpowiada danemu « -przekrojowi.

P{éKm(R\éKa)ig}qta 27)

Dlatego wynikéw otrzymanych przy pomocy teorii zbioréw rozmytych nie mozna interpretowaé jako
prawdopodobienstwa. Funkcja przynaleznosci informuje jedynie o wrazliwosci ceny kosztorysowej na
zaburzenia cen jednostkowych. W celu otrzymania informacji na temat prawdopodobienstwa nalezy
wykona¢ dodatkowe obliczenia przy pomocy wzoru (26).

Jak wida¢ modelowanie kosztow przy pomocy liczb rozmytych mozna réwnowaznie zastapié przez
modelowanie kosztow przy mocy rodziny przedzialow (tzw. o -przekrojow).

W przypadku, gdy dysponujemy mata iloScia danych pomiarowych stosowanie wzoru (26) staje si¢
szczegoblnie interesujace.

W ogoélnym przypadku w celu otrzymania doktadniejszego probabilistycznego opisu mozna wykorzystaé
teorig prawdopodobienstwa nieprecyzyjnego (np. [7]) lub tez teori¢ rozmytych zmiennych losowych [9].
Prace nad bardziej precyzyjnym opisem niepewnoS$ci sa przedmiotem obecnych przysztych badan autorow
(czg$¢ z nich zostanie zaprezentowana na tej konferencji).

8 Whioski

Ograniczajac si¢ przy sporzadzaniu kosztorysu inwestorskiego do jednego zrdédila danych, wprowadzamy
sztuczna doktadno$é tam gdzie nie wynika ona rzeczywistego charakteru danych. Ilo$¢ danych na ogot
jednak nie pozwala nam na przypisanie do nich charakterystyk probabilistycznych. Mozemy natomiast do
opisu ceny jednostkowej wykorzysta¢ zmienna rozmyta.

Liczby rozmyte mozna zdefiniowac jako zbior przedziatéw ufnosci danych poczatkowych. Tak zdefiniowane
liczby rozmyte posiadaja prosta interpretacje na gruncie teorii prawdopodobienstwa. Podobna koncepcja
znajduje si¢ w pracy [7]. W literaturze mozna jednak znalez¢ inne interpretacje funkcji przynalezno$ci zbioru
rozmytego [2] jak réwniez sposoby transformacji funkcji przynalezno$ci zbioru rozmytego do funkcji
gestosci prawdopodobienstwa [1, 4, 11].

Wyniki otrzymane przy pomocy teorii zbiordw rozmytych informuja o wrazliwo$ci wynikow na zmiany
danych poczatkowych 1 moga zosta¢ wykorzystane do prognozowania wartosci ofert. W celu okreslenia
probabilistycznej interpretacji wynikéw nalezy wykona¢ dodatkowe obliczenia. Zwykle stopien
przynaleznosci zbioru rozmytego nie odpowiada prawdopodobienstwu zwigzanemu z danym « -przekrojem.
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